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❖♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ ❜❛s❡❞ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❑❛♠❡❧ ▼♦❤❛♠♠❡❞ ❋❛r❛♦✉♥1∗

1❈♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❞❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❉❥✐❧❛❧❧✐ ▲✐❛❜❜❡s ❯♥✐✈❡rs✐t②

❙✐❞✐ ❇❡❧ ❆❜❜és✱ ❆❧❣❡r✐❛

❆❜str❛❝t ✕ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣

s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▲✉❜②✲

❘❛❝❦♦✛ ♠♦❞❡❧ ✐❢ ✐t ✐s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧②

s❡❝✉r❡ ✐❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r

✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♣♦♣✉❧❛r ❝✐♣❤❡rs✳ ❖❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛♣♣r♦✈❡

r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤♦s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣

❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs✳

❑❡②✇♦r❞s✿ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❝✉r✐t②✱ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs✱ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②

✭❘❡❝❡✐✈❡❞✿ ✵✾✳✵✷✳✷✵✶✺❀ ❘❡✈✐s❡❞✿ ✸✵✳✵✸✳✷✵✶✺❀ P✉❜❧✐s❤❡❞✿ ✵✼✳✵✺✳✷✵✶✺✮

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✭P❘Ps✮ ✜❣✉r❡ ❛s ❛ ❝❡♥tr❛❧

t♦♦❧s ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s❡❝✉r❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❡s♣❡✲

❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ❢♦r s❡❝r❡t✲❦❡② ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs✳ ❚❤❡ t❡r♠ ♣s❡✉❞♦✲

r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rs ✐♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞

r❛♥❞♦♠❧② ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❧

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡r

✉s✐♥❣ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡r✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✉s✐♥❣ P❘P✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡♥✲

❛❜❧❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞❡❞ s❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦✲

t♦❝♦❧s✱ s✐♥❝❡ ✇❡❧❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ P❘Ps ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳ ▼♦st ❦♥♦✇♥

❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣

s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥✲

❞❛r❞✐③❡❞ ▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥

❬✹❪ t❤❛t ♣❡r♠✐ts t♦ ❜✉✐❧❞ str♦♥❣ ❛♥❞ s❡❝✉r❡ P❘Ps ✉s✐♥❣

s②♠♠❡tr✐❝ ✐t❡r❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛♠❡❞ ❋❡✐st❡❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬✺❪✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❢♦✉r r♦✉♥❞s ♦❢

t❤❡ ❋❡✐st❡❧ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❜✉✐❧❞

❛ str♦♥❣❧② s❡❝✉r❡ P❘P t❤❛t r❡♠❛✐♥s ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❡✈❡♥

t♦ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ✇❤♦ ❝❛♥ ❣❡ts ❛❝❝❡ss t♦ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ♣❡r✲

♠✉t❛t✐♦♥ ❬✹❪✳ ❙✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦✈❛❜❧❡ s❡❝✉r✐t② ✐s ♥❛♠❡❞

s❡♠❛♥t✐❝ s❡❝✉r✐t②✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡①tr❡♠❡❧② str♦♥❣

✇❤❡♥ ✐t ✐s ♠❡t✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ❛ ❝r②♣t♦✲s②st❡♠ ✐s s❡♠❛♥✲

t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡✱ t❤❡♥ ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ♣❧❛✐♥✲t❡①t ❢r♦♠ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❝✐♣❤❡r✲t❡①t✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ♣♦s✐t❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞✈❡rs❛r②✱ ❣✐✈❡♥

∗❦❛♠❡❧❴♠❤❅②❛❤♦♦✳❢r

t✇♦ ♣❧❛✐♥✲t❡①ts ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡✐r t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡

❝✐♣❤❡r t❡①ts✱ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝✐♣❤❡r✲t❡①t ❜❡❧♦♥❣s

t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛✐♥✲t❡①t✳

❈❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❈❆s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜rst

❜② ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❜② ❲♦❧❢r❛♠ ❬✻❪ ❛s s✐♠♣❧❡

♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❤②s✐❝s✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✐♠♣❧❡ ❈❆s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥✲

t❛r② tr❛♥s✐t✐♦♥s st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞

❞❡♠♦♥str❛t❡s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❤❛s ❛t✲

tr❛❝t❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦✲

❝♦❧s ❞❡s✐❣♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❈❆✲❜❛s❡❞

str❡❛♠✲❝✐♣❤❡r ❜② ❲♦❧❢r❛♠ ❬✻❪✱ s❡✈❡r❛❧ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ✈❛r✐✲

❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t②♣❡s

♦❢ ❈❆s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✉s✐♥❣

❈❆s ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② ◆❛♥❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉✲

t❤♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❝r②♣t♦✲s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❈❆s

✇✐t❤ ❣r♦✉♣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❬✽❪✱ ❑❛r✐ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❝r②♣t♦✲

s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❈❆✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛

❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❈❆s t❤❛t ❤❛s

❛ ❧❛r❣❡r ❦❡② s♣❛❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❘❈❆ ❜❛s❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡

❝r✐t❡r✐❛✱ ❜✉t tr❛❞❡s ♦✛ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♦✈❡r❤❡❛❞✳ ■♥ ❬✶✶❪✱ ❛ ❝r②♣t♦✲s②st❡♠ ✭❈❆❈✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱

✇❤❡r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥t❡r♠✐①✐♥❣ ❛✣♥❡ ❈❆

✇✐t❤ ♥♦♥✲❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❘❡❧❛t✐✈❡❧② r❡❝❡♥t ✇♦r❦s

♦♥ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❈❆s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻❪✳

▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❈❆s✲❜❛s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ❤❛✈❡

❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜r♦❦❡♥ ❬✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾❪✱ ❛♥❞ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢

t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♠❡♥❞❛❜❧② t❡st❡❞ ❛♥❞ ❝r②♣t✲❛♥❛❧②s❡❞

❬✷✵❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✉❝❤

✷✶
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❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡✱

s❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞

✇♦r❦s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ s❡❝✉r❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛

❜❛s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s✿ ✇❡ ✉s❡❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝✐♣❤❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❬✷✶❪✱

❛♥❞ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs

❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❬✷✷❪ t❤❛t ✇❛s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❬✷✸❪✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s

❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝✐♣❤❡rs✱

❛♥❞ ♦♥❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦

❡✈❛❧✉❛t❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ s❡❝r❡❝② t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝ r❡s✉❧t

❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❋❡✐st❡❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛ ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝

❈❆s✲❜❛s❡❞ P❘P ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❋❡✐st❡❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞

s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✭❘❈❆s✮✱ ❛♥❞

✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ♦♥❧② ✇❤❡♥

✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ P❘P✬s

❘❈❆s✲❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ✜rst❧② s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s❡♠❛♥✲

t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱

t❤❡♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐✲

❞❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str✐❝t ❛✈❛❧❛♥❝❤❡

❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❣✐✈❡s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠

♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥

✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❈❆s ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲

♦r❞❡r r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❡①♣♦s❡s t❤❡

❘❈❆s✲❜❛s❡❞ ♣r♦♣♦s❡❞ P❘P✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②

s❡❝✉r❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

s❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❞r❛✇♥

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷ Ps❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s

❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❛❜♦✉t P❘Ps✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t

♦❢ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♥ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❡t

Φ : {0, 1}n → {0, 1}n ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Φ−1 ❡①✐st ❛♥❞ ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧②

❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✮✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s Φk ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Φk : {0, 1}m × {0, 1}n

(k, x) → y = Φ(k, x),
✭✶✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳ P✐❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❋❡✐st❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Df ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❢❛♠✐❧② ✐❢ ✐t

✈❡r✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✷✹❪✿

✭✶✮ ❋♦r ❛♥② k ∈ {0, 1}m,Φk ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠

{0, 1}n t♦ {0, 1}n✱

✭✷✮ ❋♦r ❛♥② k ∈ {0, 1}m✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ Φk(x)✱

✭✸✮ ❋♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❞✐st✐♥✲

❣✉✐s❤❡rs D : |Pr{DΦk(1n) = 1} − Pr{Df
n(1

n) =

1}| < ε(s)✱ ✇❤❡r❡ k ∈ {0, 1}n ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐✲

❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ fn ✐s ❝❤♦s❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t

r❛♥❞♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥ n✲❜✐t

str✐♥❣s✳

❚❤❡ ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ Φk ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r

❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ P❘P ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲

♣✉t ♦❢ ❛ tr✉❧② r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❛t ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉ts ♠✉st ❡①✐t✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ P❘P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡❝✉r❡ ✐❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢

❛♥② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❛ tr✉❧② r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉✲

t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❆ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❢❛♠✐❧② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱

✇❤❡r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❦❡②✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ P❘P t♦ r❡❢❡r t♦ ❛♥② ♣s❡✉❞♦✲

r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❢❛♠✐❧② Φk✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ P❘P ✐s ❛

r✐❣♦r♦✉s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ❢r♦♠

❛♣♣❧✐❡❞ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✱ t❤❡

♠♦st ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ s❡❝✉r❡ P❘Ps ✐s t❤❡

st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❡✐st❡❧

♥❡t✇♦r❦s✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : {0, 1}n → {0, 1}n✱

t❤❡ ❋❡✐st❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Df : {0, 1}2n → {0, 1}2n ✐s ❞❡✜♥❡❞

❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✭✷✮ Df (L,R) = (R, f(R)⊕ L),

✇❤❡r❡ ▲ ❛♥❞ ❘ ❛r❡ t✇♦ ♥✲❜✐ts ❜❧♦❝❦s ❢r♦♠ {0, 1}n✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ❣✐✈❡s ❛ ♣✐❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❋❡✐st❡❧

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✷✷
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■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Df ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ D−1
f ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ φoDfoφ

✇❤❡♥ φ(L,R) = (R,L)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Df ❞♦ ♥♦t

❞❡✜♥❡ ❛ P❘P ❜② ✐ts❡❧❢✱ s✐♥❝❡ L′ = Left(D(L,R)) = R ❢♦r

❛♥② ▲ ❛♥❞ ❘✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ P❘P ✉s✐♥❣

t❤❡ ❋❡✐st❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦✉♥❞s✳ ❯s✐♥❣ ♠✲r♦✉♥❞s ❋❡✐st❡❧ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡

♦✉t♣✉t (Lm, Rm) ✐s ❞❡✜♥❡s ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

(Lm, Rm) =

Df (Lm−1, Rm−1) =

Df (Df (Lm−2, Rm−2)) =

Df (Df (· · · (Df (L,R)) · · · ) .

✭✸✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Df ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ♠ t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t (L,R)

t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D
(m)
f t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ P❘P ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✉♥❞s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢

t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ P❘P ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠

❬✹❪✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ✭▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛✮✳ ❚❤r❡❡ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡

❋❡✐st❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ r♦✉♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞r❛✇♥ ✐♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❘❋✮ ❢❛♠✲

✐❧②✱ ②✐❡❧❞s ❛ ✇❡❛❦ P❘P ❢❛♠✐❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦✉r r♦✉♥❞s ②✐❡❧❞

❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② str♦♥❣ P❘P ❢❛♠✐❧②✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ❜✉✐❧❞✐♥❣ s❡✲

♠❛♥t✐❝❛❧❧② str♦♥❣ ❛♥❞ s❡❝✉r❡ P❘P ✉s✐♥❣ ❋❡✐st❡❧ ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ♥❡❡❞ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦✉r r♦✉♥❞s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦r✲

t❛♥t s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢ ♠✉st ❜❡ ❛

P❘❋ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ P❘P✳

■❢ ✐♥st❡❛❞ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥✲

❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦♥❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧

❜❡ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡ t♦ ❝r②♣t❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥

st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs✱ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❜♦①❡s

✭❙✲❜♦① ❛♥❞ P✲❜♦①✮✳

❯s✐♥❣ ❋❡✐st❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♠❛♥② s❡❝✉r❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❉❊❙✱ ✸❉❊❙✱

❇❧♦✇✜s❤✱ ▼✐st② ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳ ❙❡♠❛♥t✐❝ s❡❝✉r✐t② ♦❢

t❤❡s❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♣r♦♦❢❡❞ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ▲✉❜②✲

❘❛❝❦♦✛ t❤❡♦r❡♠❀ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥

s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝r②♣t✲❛♥❛❧②s❡❞✱ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ✐♥

t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✉♥❞ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s ✭P❘❋s✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛

♥♦✈❡❧ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ P❘P ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇

t❤❛t ✐t ✐s s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❋❡✐st❡❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦♥❡✳

✸ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛r

❛✉t♦♠❛t❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❆ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ❛r✲

r❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ st❛t❡ t❤❛t

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❙t❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❈❆✬s

❝❡❧❧s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥

r✉❧❡ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝❡❧❧✬s st❛t❡ ✉s✐♥❣ ✐ts ♦❧❞ st❛t❡✱

❛♥❞ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ◆❡✐❣❤❜♦rs

❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧✬s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧

✉s✐♥❣ ❛ r❛❞✐✉s r ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ✷r✰✶ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✐❣❤✲

❜♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡

❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ ❝②❝❧✐❝ ❢♦r♠ t♦ ❞❡❛❧

✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ■❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✐s

✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❈❆ ✐s ♥❛♠❡❞ ✉♥✐✲

❢♦r♠✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❡❛❝❤

t✐♠❡ t❤❡ ❝❡❧❧✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❈❆ ✐s ♥❛♠❡❞

♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✳

❯♥❧✐❦❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❈❆s t❤❛t

❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛tt✐❝❡✬s ♣♦s✐t✐♦♥✱

❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s r❡q✉✐r❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡

t❤❡ r✉❧❡✬s ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ❣❡♥✲

❡r❛❧❧② ♦♥ ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❙✉❝❤

♠♦❞❡❧s r❡❧❛① t❤❡ ♥♦r♠❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❬✷✺❪✱ ❛♥❞ r❛✐s❡s ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❧❡✈❡❧

♦❢ ❝❤❛♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥✬s ❛❧t❡r❛t✐♦♥s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ i ❛t t❤❡ t✐♠❡

t ❜② qti ✱ ✐ts st❛t❡ ❛t t✐♠❡ t + 1 ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② qt+1
i ✮ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥❧② ♦♥ st❛t❡s ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛t t✐♠❡ t✱

❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ t❤❛t ❞❡✜♥❡s

t❤❡ ✇❛② st❛t❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ r❛❞✐✉s

✐s r✱ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❧② t✇♦ ❝❡❧❧ st❛t❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✭✵ ♦r ✶✮✱ t❤❡♥

t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 22r+1 ❜✐t✱

❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r✉❧❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 22
2r+1

✳ ❚❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛r② ❈❆s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②

❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❛r②

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❆✬s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜✐♥❛r② ❜❧♦❝❦s✳

❯♥❧✐❦❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❘❈❆s ❛r❡ s♣❡✲

❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❆s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❧②

♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❘❈❆s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞

✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♣r✐♦r t♦ ❛♥ ✉♣❞❛t❡

❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉♥✐q✉❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ st❛t❡s ♦❢ ❛❧❧

t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❝❡❧❧✉❧❛r

❛✉t♦♠❛t❛ r✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝❡❧✲

❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✈❡♥t❡❞ ❜② ❬✷✻❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡s st❛t❡s ❢r♦♠ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s ♦❢

t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ♣❡r♠✐ts t♦ t✉r♥ ❛♥② ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐✲

♥❛r② r✉❧❡ ✐♥t♦ ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❛t t✐♠❡ t ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r✲

❤♦♦❞ ❛t t✐♠❡ t − 1✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ✐ts st❛t❡ ❛t t✐♠❡ t − 2✳

✷✸
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❆■ ❳❱✱ ✶ ✭✷✵✶✺✮ ✷✶ ✲ ✸✶ ❆◆◆❆▲❊❙ ❯▼❈❙ ■◆❋❖❘▼❆❚■❈❆ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✺✶✺✴✉♠❝s✐♥❢♦✲✷✵✶✺✲✵✵✵✹

❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ith ❝❡❧❧ st❛t❡ ❛t t✐♠❡ t

✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧ ✐♥ t✐♠❡ t− 2 ✉s✐♥❣ t❤❡ xor

♦♣❡r❛t♦r✳

■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❈❆ ❛t ❡❛❝❤

t✐♠❡ st❡♣ t ❜② Ct✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

✭✹✮ Ct = F (Ct−1)⊕ Ct−2 ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣ F ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡

✉s❡❞ ❜❛s✐❝ ❈❆✳ ❙✉❝❤ ❞❡✜♥❡❞ ❘❈❆ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞

tr✐✈✐❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

✭✺✮ Ct−2 = F (Ct−1)⊕ Ct .

❚❤❡ ❘❈❆s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛r❡ ❛❧✇❛②s r❡✲

✈❡rs✐❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉s❡❞ ❈❆ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♣

❋ ✐s ♥♦t✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛s ♠✉s❤ ❘❈❆s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡

❡①✐st✐♥❣ ❈❆s✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ st❛♥✲

❞❛r❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❆✱ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s C0 ❛♥❞ C1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛❢t❡r ♠ t✐♠❡

st❡♣ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Cm ❛♥❞ Cm+1✳ ❇② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡

❘❈❆ ❜❛❝❦✇❛r❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Cm ❛♥❞ Cm+1 ❛s ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s C0 ❛♥❞

C1 ❛❢t❡r ❡①❛❝t❧② ♠ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❘❡✈❡rs✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡✱ r❛✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

♦❢ ♦♥❡✲♦r❞❡r ❈❆s ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ❜② ❲♦❧❢r❛♠ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s

♠❛❦❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞❡✜♥❡❞ ❘❈❆s ✈❡r② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

❢♦r ❝r②♣t♦✲s②st❡♠s ❜✉✐❧❞✐♥❣✱ ✇❤❡♥ s❡❝✉r✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❘❈❆s

❜❛s❡❞ ❝r②♣t♦✲s②st❡♠s ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦

r❡❝♦♥str✉❝t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❛✐r ❢r♦♠ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r

♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ✉s❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧②✳

✹ P❘Ps ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡✈❡rs✐❜❧❡

❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥s ♦❢ P❘Ps ✉s✐♥❣ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆

s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❋❡✐st❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

s✉❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠

❘❈❆✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❛✐s❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ P❘Ps ❜❡✲

❝♦♠❡s ❢❡❛s✐❜❧❡✳

✹✳✶ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❈❆ ❛♥❞ ❋❡✐st❡❧ r♦✉♥❞s

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ T ✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣

Ft ✭❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② T ✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥s Ci ❢♦r 0 ≤ i ≤ m✱ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ n✲❜✐ts ❜❧♦❝❦ ❢♦r♠ {0, 1}n✳ ▲❡t✬s ❛❧s♦

❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t (Ci)j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ jth ❜✐t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ith

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci ✭t❤❡ jth ❝❡❧❧ st❛t❡✮✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢

s✉❝❤ ❘❈❆ ♦♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Ci ❛♥❞ Ci−1

❣✐✈❡s t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Ci ❧✐❦❡ ❢♦❧❧♦✇s✿

✭✻✮ Ci = Ft(C
i−1)⊕ Ci−2, i > 1 .

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci+1✱ ❛ ♥❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Ci ❛♥❞

Ci−1✿

✭✼✮ Ci+1 = Ft(C
i)⊕ Ci−1, i ≥ 1 .

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ Gt ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ❞❡r✐✈❡ t✇♦ ♥❡✇ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Gt : {0, 1}
n × {0, 1}n → {0, 1}n × {0, 1}n,

Gt(C
i−2, Ci−1) = (Ci, Ci+1) =

(Ft(C
i−1)⊕ Ci−2, Ft(C

i)⊕ Ci−1) .

✭✽✮

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛r❜✐tr❛r② t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s C0

❛♥❞ C1✱ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛✐rs ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✳

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❡♥t✐r❡❧② t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❘❈❆

✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❚ ✐❢ t❤❡ ❘❈❆ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✳

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❢r♦♠ t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥ ♠❛♣ Ft ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥Gt ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❋❡✐st❡❧

❢✉♥❝t✐♦♥ DFT ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

Ci−2 ❛♥❞ Ci−1✿

DFT (DFT (C
i−2, Ci−1)) =

DFT (C
i−1, Ft(C

i−1)⊕ Ci−2) =

(Ft(C
i−1)⊕ Ci−2, Ft(Ft(C

i−1 ⊕ Ci−2)⊕ Ci−1) =

Gt(C
i−2, Ci−1) .

✭✾✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ t❤❛t

❡st❛❜❧✐s❤❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆s ❛♥❞

❋❡✐st❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❆♥② s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉✲

t♦♠❛t❛ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❚ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Ft ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❡✐st❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

s✉❝❤ t❤❛t t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❘❈❆✬s ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ t✇♦ ❋❡✐st❡❧ r♦✉♥❞s✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥

♠❛♣ Ft ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✹
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❋✐❣✉r❡ ✷ ❣✐✈❡s ❛ ♣✐❝t♦r✐❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t L1 ❛♥❞ R1 ❛r❡

t❡♠♣♦r❛r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥✳

■t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❤❛t ❛❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡❝✉r✐t②

r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❋❡✐st❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ ❘❈❆✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥s

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶ ✇✐t❤

t❤❡ ▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❋♦✉r ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆✲

❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Ft

②✐❡❧❞s ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② str♦♥❣ P❘P ❢❛♠✐❧②✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Ft

✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✶ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Ft

❜❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

r✉❧❡ ❚✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s

♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Ft ✐s ♥♦t ❛ P❘❋ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆ ✉s✐♥❣

tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❚ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s s✐③❡ r✱ ✇❤❡♥ ❚ ✐s s❡❧❡❝t❡❞

r❛♥❞♦♠❧② ❢♦r♠ {0, 1}N ❛♥❞ N = 22
2r+1

✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆ s❝❤❡♠❡ ❬✷✺❪✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Ft ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci+1

✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❚✱ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡❛❝❤ ❜✐t ✭Ci+1
j ✮

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s jth ❜✐t ✐s ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧

t♦ t❤❡ ❜✐t ♦❢ r✉❧❡ ❚ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ pj ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐♥❛r②

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✲

❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥② s❡❧❡❝t❡❞ ❜✐t (Ci)j ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜✐♥❛r②

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (Ci)j−r(C
i)j−r+1 . . . (C

i)j−1(C
i)j(C

i)j+1

. . . (Ci)j+r−1(C
i)j+r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pj ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②✿

pj = 20.(Ci)j−r + 21.(Ci)j−r+1 + . . .

+2r−1.(Ci)j−1 + 2r.(Ci)j+1 + . . .

+22r+1.(Ci)j+r−1 + 2r.(Ci)j+r .

✭✶✵✮

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci t❤❛t ❤❛s ❛❧❧

❜✐ts ❡q✉❛❧s ✭❛❧❧ ③❡r♦s ♦r ❛❧❧ ♦♥❡s✮✱ ❣✐✈❡s ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛♥② ❜✐t✬s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦ ♣r♦❞✉❝❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ft(C
i) ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❜✐t✬s ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇❤❡♥✲

❡✈❡r ✐s t❤❡ ✉s❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❚✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② 0n ❛♥❞

1n t❤❡ t✇♦ ♥✲❜✐ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❜✐ts ♣♦s✐✲

t✐♦♥s ❛t ✵ ♦r ✶ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

Ft(C
i) ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s Ft(C

i) = 0n ♦r

Ft(C
i) = 1n ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✉❧❡✬s ❜✐t ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♣♦✲

s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ 02r+1

♦r 12r+1✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Ft

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ P❘❋ ❜② ✐ts❡❧❢ s✐♥❝❡ Ft(0
n) ❛♥❞

Ft(1
n) ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s 0n ♦r 1n ✇❤❡♥✲

❡✈❡r ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② r❛r❡ t♦ ❜❡

t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ tr✉❧② r❛♥❞♦♠ P❘❋✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✷✱ ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ P❘P s❝❤❡♠❡ ❝❛♥♥♦t

❜❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝✲

t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❘❈❆ ♣❡r♠✐ts

t♦ t✉r♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ Ft ✐♥t♦ ❛ P❘❋✱ ♠❛❦✲

✐♥❣ t❤❡ P❘P✬s ❘❈❆✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦t❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

❋❡✐st❡❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡✳

✹✳✷ ❙❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ P❘P

❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆✱ t❤❡ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✬s ❜✐t ♣♦✲

s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ♣❡r✈✐♦✉s ✇♦r❦s

❬✷✼✱ ✷✽❪ t❤❛t s✉❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ r❛✐s❡s ♠♦r❡

❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❤❛♦t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

st❛♥❞❛r❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♠♦r❡ s✉✐t✲

❛❜❧❡ ❢♦r ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

♥♦♥✲ ✉♥✐❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞✲

♦r❞❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥

♠❛♣ FR ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t②✳

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢

♥ ❞✐✛❡r❡♥t r✲r❛❞✐✉s tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ S = {T1, T2, · · · , Tn}

✭s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ {0, 1}N s✉❝❤ t❤❛t N = 22
2r+1

✮✱

✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ✭❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

t❤❡ s❡t ❙✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Ci ❢r♦♠

{0, 1}n ❢♦r 0 ≤ i ≤ m✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥ Ci+1 ❢r♦♠ t✇♦ ♣r✐♦r ♦♥❡s Ci−1 ❛♥❞ Ci ♣❡r❢♦r♠❡❞

s✐♠✐❧❛r❧② ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ♦♣❡r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠

♠♦❞❡❧ ✿ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ jth ❜✐t✬s ✈❛❧✉❡ (FS(Ci))j ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐t (Ci)j ❛t t❤❡ jth ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ❛♣♣❧②

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✬s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ Tj ❢r♦♠ ❙

♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci t❤❛t ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐✲

♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ (Ci)j−r(C
i)j−r+1 · · · (C

i)j−1(C
i)j(C

i)j+1

· · · (Ci)j+r−1(C
i)j+r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (FS(C

i))j ✐s ❡①❛❝t❧②

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✐t ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✉❧❡ Tj ❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦✉r❤♦♦❞✬s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ pj ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥

✭✶✵✮✳ ❙♦ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci+1 ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∀ 0 ≤ j ≤ n− 1 :

(Ci)j = (FS(C
i))j ⊕ (Ci−1)j =(Tj)pj

⊕ (Ci−1)j .

✭✶✶✮

▲❡t✬s s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t s✉❝❤ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥

♠❛♣ FS ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ✐❢ ✐ts ♦✉t♣✉t ❝❛♥✲

♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡

❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ✐s ❛ P❘❋✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥

♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ FF (C
i)✱ ❡❛❝❤ ❜✐t ✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤

✷✺
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❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❈❆✬s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❋❡✐st❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✿✭❛✮ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❈❆❀

✭❜✮ t✇♦ ❋❡✐st❡❧ r♦✉♥❞s✳

♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✵ ♦r ✶ ✇✐t❤ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✴✷

✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❜✐♥❛r② str✐♥❣

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠✉st

s❤♦✇ t❤❛t Pr{(FS(C
i)j)} = 0 = Pr{(FS(C

i)j)} = 1 =
1
2∀ 0 ≤ j ≤ n✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ✇❡ ✜rst❧② s❤♦✇ t❤❛t

❢♦r ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci✱ ❡❛❝❤ t✇♦ ❜✐ts s❡❧❡❝t❡❞ ❛t t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s j ❛♥❞ j′ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
1
2 : Pr{(FS(C

i)j) = (FS(C
i)j′)} = 1

2∀ 0 ≤ j ≤ n, ∀ 0 ≤

j′ ≤ n ❛♥❞ j 6= j′✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆✱ t❤❡

❜✐t✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (FS(C
i))j r❡✢❡❝ts ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ pj ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ Ci✳ ❙♦ t❤❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② Pr{(FS(C
i)j) = (FS(C

i)j′)} ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✲

s✐t✐♦♥s j ❛♥❞ j′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Prpj = pj′ s✐♥❝❡

t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ r✉❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s ✉s❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐❢ ✇❡

❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci t❤❛t ❤❛s s❛♠❡ ❜✐t ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛❧❧

♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥

j ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∀ 0 ≤ j ≤ n, 0 ≤ j′ ≤ n and j 6= j′ :

Pr{(FS(C
i)j) = (FS(C

i)j′)} = Pr{pj = pj′} = 1 .

✭✶✷✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣s

❛r❡ ♥♦t ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡

✐s ✉s❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣✿

∀ 0 ≤ j ≤ n, 0 ≤ j′ ≤ n and j 6= j′ :

Pr{(FS(C
i)j) = (FS(C

i)j′)} =

Pr{(pj = pj′) and ((Tj)pj
= (Tj′)pj′

)} +

Pr{(pj <> pj′) and ((Tj)pj
= (Tj′)pj′

)} =

Pr{(Tj)pj
= (Tj′)pj′

} .

✭✶✸✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t (FS(C
i))j ❛♥❞

(FS(C
i))j′ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡✿ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❢r♦♠ Ci ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ r✉❧❡ Tj

❛♥❞ Tj′ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❜✐t ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ pj ❛♥❞ pj′ ✱

♦r t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t t❤❡ t✇♦ r✉❧❡

Tj ❛♥❞ Tj′ ❤❛s r❛♥❞♦♠❧② t❤❡ s❛♠❡ ❜✐t ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s pj ❛♥❞ pj′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t

❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci ❤❛s s❛♠❡ ❜✐t ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦s✐✲

t✐♦♥s ✭Ci ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0n ♦r 1n✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s

❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭Pr{pj = pj′} = 1✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t

(FS(C
i))j ❛♥❞ (FS(C

i))j′ ❜❡ ❡q✉❛❧ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠

t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s pj
❛♥❞ pj′ ✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡s Tj ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t ❛ ❝❡❧❧ ❛t ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ pj ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦r ♦♥❡ ✐s 1
2 :

Pr{(Tj)pj
= 0} = Pr{(Tj)pj

= 1} = 1
2 ∀ 0 ≤ j ≤ n✳ ❙♦

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s pj ❛♥❞ pj′ ❢r♦♠

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s Tj ❛♥❞ Tj′ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∀ 0 ≤ j ≤ n , 0 ≤ j′ ≤ n and j 6= j′ :

Pr{(Tj)pj
= (Tj′)pj′

} = Pr{((Tj)pj
= 0) and ((Tj′)pj′

= 0)} +

Pr{{((Tj)pj
= 1) and ((Tj′)pj′

= 1)}} =

(Pr{(Tj)pj
= 0} · Pr{(Tj′)pj′

= 0}) +

(Pr{(Tj)pj
= 1} · Pr{(Tj′)pj′

= 1}) ,

P r{(Tj)pj
= (Tj′)pj′

} = 1/2 · 1/2 + 1/2 · 1/2 = 1/2 .

✭✶✹✮

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✹✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci ✱ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ❜✐ts

♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/2✿

∀ i, ∀ 0 ≤ j ≤ n , 0 ≤ j′ ≤ n and j 6= j′ :

Pr{(FS(C
i))j = 0} = Pr{(FS(C

i))j = 1} = 1/2 .
✭✶✺✮

▲❡t✬s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ∀ 0 ≤ j ≤ n✱ Pr{(FS(C
i))j = 0} = α✱

❛♥❞ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t α ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1/2✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✷✻
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Pr{FS(C
i)j = FS(C

i)j′} =

Pr{((FS(C
i)j = 0) and (FS(C

i)j′ = 0)) or

((FS(C
i)j = 1) and (FS(C

i)j′ = 1))} =

Pr{((FS(C
i)j = 0) and (FS(C

i)j′ = 0))} +

Pr{((FS(C
i)j = 1) and

(FS(C
i)j′ = 1))} =

Pr{FS(C
i)j = 0} · Pr{FS(C

i)j′ = 0} +

Pr{FS(C
i)j = 1} · Pr{FS(C

i)j′ = 1} =

α · α+ (1− α) · (1− α) = α2 + (1− α)2 ,

✭✶✻✮

t❤❡♥✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✱ ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✿

α2 + (1− α)2 = 1/2 ⇒

2α2 − 2α+ 1/2 = 0 ⇒

2(α− 1/2)2 = 0 ⇒ α = 1/2 .

✭✶✼✮

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ✐s ❛❧✇❛②s ✈❡r✐✜❡❞✳ ❈♦♥s❡✲

q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ FS

✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❜✐t str✐♥❣✱

❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0n ♦r 1n✳

◆♦✇ s✐♥❝❡ FS ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

❛♥❞ ✉s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✇❡ ❝♦♥✲

❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✉t s❡❝✉r✐t② ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠

❘❈❆✲❜❛s❡❞ P❘Ps ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❆ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❘❈❆ ❞❡✲

✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s S =

{T1, T2, . . . , Tn} ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ✐s ❡q✉✐✈✲

❛❧❡♥t t♦ ❛ ❋❡✐st❡❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢

s✉❝❤ ❘❈❆ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t✇♦ ❋❡✐st❡❧ r♦✉♥❞s✳ ❆ ❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦✉r ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❘❈❆✬s ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤

✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ✱ ②✐❡❧❞s ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②

str♦♥❣ P❘P ❢❛♠✐❧②✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ❞❡✜♥❡s ❛ ♥♦✈❡❧ P❘Ps ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❘❈❆✱ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱

✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r

✉s✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s ❛ r❡s✉❧t s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②

s❡❝✉r❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞

♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ t♦ s❤♦✇ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❡✣✲

❝❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡s✳

✺ ❈r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ P❘P ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠

❘❈❆✲❜❛s❡❞ P❘P✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s②♠♠❡tr✐❝

❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r✳ ❚❤❡ ❝✐♣❤❡r ✉s❡s ❛ 128✲❜✐t s❡❝r❡t ❦❡② K

s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ {0, 1}128 t♦ ❡♥❝✐♣❤❡r ❛ 128✲❜✐t

♣❧❛✐♥✲❜❧♦❝❦ P❇ ✐♥t♦ ❛ ❝✐♣❤❡r❡❞ ♦♥❡ ❈❇✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧②

❢♦✉r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ s❡❝✉r✐t②

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ ✇❡ ✉s❡ s✐①t❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡

✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s✐①t❡❡♥ ❋❡✐st❡❧ r♦✉♥❞✮ t♦ ❡♥s✉r❡

❢✉rt❤❡r r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r✳

✺✳✶ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❘❈❆✲❜❛s❡❞

P❘P✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡♥❝✐♣❤❡r✐♥❣ ♣❧❛✐♥✲❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ 2n

r❡q✉✐r❡ ❛ s❡t S ♦❢ n r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ r✉❧❡s t♦ ❜✉✐❧❞

t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛♣ FS s❤♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❝✐♣❤❡r✐♥❣ ✐t✲

❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ str♦♥❣ s❡❝✉r✐t② ♦❢

t❤❡ ❝✐♣❤❡r✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛

❦❡② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ s✉❜✲❦❡②s ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭r♦✉♥❞s✮ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ i ❢♦r

1 ≤ i ≤ 16 ✉s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲❦❡② Ki✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱

t❤❡ r✉❧❡✬s s❡t ❙ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s❡❝r❡t s✉❜✲❦❡② Ki ✉s✐♥❣ ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❣❡♥❡r✲

❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❡❝✉r❡✱ s✐♥❝❡ s❡❝✉r✐t②

♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r r❡❧❛② ♦♥❧② ♦♥ r❛♥❞♦♠♥❡ss

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢

t❤❡✐r s❡q✉❡♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s ✇✐t❤ r❛✲

❞✐✉s r = 3✱ s♦ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ✐s ❛ 128✲❜✐t r❛♥❞♦♠ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠

{0, 1}128✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ith ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝r❡t s✉❜✲❦❡②Ki ✐s

✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✻✹ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡ T1, T2, . . . , T64

❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ❡❛❝❤

r✉❧❡ Tj ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❧❡❢t✲❝②❝❧✐❝ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢Ki ❜② ❛♥ ❛♠♦✉♥t

♦❢ j ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ✐♥ {0, 1}128 s♦ t❤❡② ♠❡❡t t❤❡ s❡❝✉r✐t② r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r

❦❡② ❡①♣❛♥s✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ r✉❧❡s ❞❡r✐✈❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐❢ ✐t ❡♥s✉r❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡

♦♥❧② ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ♦♥❡ ✐s s♣❡❡❞ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜✲❦❡②s Ki ❢♦r 1 ≤ i ≤ 16 ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r✲

❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥② ❦❡② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡

✉s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t ❛

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ s✉❜✲❦❡②s✳ ■♥

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ s✉❜✲❦❡②s ❛r❡ ❣❡♥✲

❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t♦♥ t❤❛t ✉s❡

r✉❧❡ ✸✵ ❤❛✈✐♥❣ ❣♦♦❞ r❛♥❞♦♠✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦❢ ❲♦❧❢r❛♠ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ❦❡② K ✐s

✉s❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉✲

t✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ✸✵ ✐♥ ❛

❝②❝❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠♦❞❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s s✉❜✲❦❡②s Ki✳
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❋✐❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡ ♣✐❝t♦r✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♣❤❡r✲

✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛❝t ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ t❤❡ ❡♥❝✐♣❤❡r✐♥❣ ♦♥❡✱ ❡①❝❡♣t

t❤❛t t❤❡ s✉❜✲❦❡②s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✿ ✐❢ t❤❡ s✉❜✲

❦❡②s K1,K2, . . . ,K16 ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐t❡r❛t✐♦♥s 1, 2, . . . , 16 ♦❢

❡♥❝r②♣t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ K16,K15. . . . ,K1 ✐s ✉s❡❞ ❢♦r

✐t❡r❛t✐♦♥s 1, 2, . . . , 16 ♦❢ ❞❡❝r②♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✐s s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡♦r❡t✐❝ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞

s❡❝✉r✐t②✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡s✉❧ts

❆ s❡❝✉r❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ❤❛s t♦ ❡♥s✉r❡ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r

♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st

❝♦♠♠♦♥ ❝r②♣t❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s✳ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♦♥❡ ♦❢ s✉❝❤ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s t❤❛t ❛s r❛♥❞♦♠♥❡ss✱ ❤❛s ♥♦t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥✐q✉❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s✳

❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt② ❜②

♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♥❛♠❡❞

❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❡✛❡❝t ❬✷✾❪✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② tr✐❡s✱ t♦ s♦♠❡ ❡①✲

t❡♥t✱ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❤✐❣❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✿

✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣r♦❞✉❝❡s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳ P✐❝t♦r✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❧❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✮ ΨK :

{0, 1}m × {0, 1}n → {0, 1}n ✇✐t❤ m t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❦❡②

❛♥❞ ♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♣❧❛✐♥✲❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ΨK ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s

t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❡✛❡❝t ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s s❛t✐s✜❡❞✿

∀ K ∈ {0, 1}m, ∀ x, y ∈ {0, 1}n :

H(x, y) = 1 ⇒ Average(H(ΨK(x),ΨK(y))) = 1/2 ,

✭✶✽✮

✇❤❡r❡ H ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ n✲

❜✐ts ❜❧♦❝❦s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛♥✲

❞♦♠ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥❣❡ ✭♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❜✐t✮ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥❣❡ ✭❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❜✐ts✮✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s

❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡✢❡❝ts ❛❧s♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ ΨK ✇✐❧❧ ❞❡✲

✜♥❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t

❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❡✛❡❝t✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ str✐❝t ❛✈❛❧❛♥❝❤❡

❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✷✾❪ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡

❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜②✿

∀ K ∈ {0, 1}m, ∀ x, y ∈ {0, 1}n :

H(x, y) = 1 ⇒ H(ΨK(x),ΨK(y)) ≈B(1/2, n) ,
✭✶✾✮

✇❤❡r❡ B(1/2, n) ❞❡♥♦t❡s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs 1/2 ❛♥❞ n✳ ❆ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΨK

s❛t✐s✜❡s t❤❡ str✐❝t ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❜✐t✲❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✐♣❤❡r❡❞ ❜❧♦❝❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛✐♥

❜❧♦❝❦s t❤❛t ❞✐✛❡r ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ ❜✐t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ B(1/2, n)✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦①✲

✐♠✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✉s✐♥❣

❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡s s❡t✳ ❙✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ χ2 ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡sts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

H(ΨK(x),ΨK(y)) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐✲

♣❤❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ 105 r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣❧❛✐♥✲❜❧♦❝❦s

Pi ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ 10
5 r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡❝r❡t ❦❡②Ki✳ ❋♦r

❡❛❝❤✱ ♣❛✐r (Pi,Ki)✱ ✇❡ ✜rst ❡♥❝✐♣❤❡r Pi ✉s✐♥❣ Ki✱ t❤❡♥ ✇❡

✢✐♣ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ✶✷✽ ❜✐t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛✐♥✲❜❧♦❝❦ t♦ ♦❜t❛✐♥ P ′

i

❛♥❞ ✇❡ ❡♥❝✐♣❤❡r ❛❣❛✐♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡

H(ΨK(Pi),ΨK(P ′

i ))✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐s✲

t❛♥❝❡s ❢♦r ❛❧❧ ✉s❡❞ s❛♠♣❧❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛rr❛② D ♦❢

✶✷✽ ✈❛❧✉❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ D[i] r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ i✳ ❇②

❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❛rr❛② ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡①♣❡r✐♠❡♥t✬s s❛♠♣❧❡s ❡q✉❛❧ t♦ 105 ·105 ·128 = 128·1010✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡

❝❤✐✲sq✉❛r❡ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ χ2 ✈❛❧✉❡✿

χ2 = Σ128
i=1

(Oi − Ei)
2

Ei

,✭✷✵✮

✇❤❡r❡ Oi ✐s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❛♥❞ Ei ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② α = 0.01 ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✱

t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐❢ t❤❡ χ2 ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡

χ127,0.01 = 166.99✳ ❆❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ χ2 ✈❛❧✉❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.0023✱ t❤❛t ✐s ♥❡❣❧✐✲

❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉❧❧

❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛♠♠✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

✷✽
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t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ B(1/2, 128)✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✐s s❛t✐s❢②✐♥❣

t❤❡ str✐❝t ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❧✐sts ❞✐✛❡r❡♥t χ2

✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦♣✲

✉❧❛r 128✲❜✐t ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛❜♦✈❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥♦✲

♠✐❛❧ B(1/2, 128)✱ ❛♥❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ❜❧♦❝❦

❝✐♣❤❡rs✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦

❝✐♣❤❡r t♦ s♠❛❧❧ s❡❝r❡t ❦❡② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦✲

❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢

r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❦❡②s Ki✱ ✇❤✐❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲

♣✉t✬s ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❦❡②✲

❜✐ts ✢✐♣♣✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

❜❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ B(1/2, 128) ✐❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐✲

t✐✈❡ t♦ s❡❝r❡t ❦❡② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ t❡st✱ ✇❡

s❤♦✇ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r s❛t✐s❢② t❤❡ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❝r✐✲

t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❦❡② ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts

♦❢ ❦❡②s s❡♥s✐t✐✈✐t② t❡st✐♥❣ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✱ ✇❤❡♥ ✜❣✉r❡

✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❝✐♣❤❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✬s s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❜♦t❤ ♣❧❛✐♥✲

❜❧♦❝❦s ❛♥❞ s❡❝r❡t ❦❡②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ str✐❝t ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ s✉✣❝✐❡♥t s❡❝✉r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛

♥❡❝❡ss❛r② ♦♥❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡s r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❝r②♣t❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❛❣r❡❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝r②♣t❛♥❛❧②s✐s

t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇♦r❦s ✇❡ ❛r❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ♣❡r✲

s♣❡❝t✐✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t✬s

s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ s❡❝r❡t ❦❡② ✈❛r✐❛t✐♦♥s

✈❡rs✉s t❤❡♦r❡t✐❝ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

B(1/2, 128)✳

❇❧♦❝❦
❈✐♣❤❡r

❖♣❡r❛t✐♥❣
▼♦❞❡

❇❧♦❝❦
❙✐③❡

❑❡②
❙✐③❡

❙♣❡❡❞
✭▼❇✴s❡❝✮

❆❊❙ ❈❇❈ ✶✷✽ ✶✷✽ ✶✵✾

❈❛st ✷✺✻ ❈❚❘ ✶✷✽ ✷✺✻ ✸✼

▼❛rs ❈❚❘ ✶✷✽ ✶✷✽ ✹✼

❚♦✇✜s❤ ❈❚❘ ✶✷✽ ✶✷✽ ✷✻

❘❈✻ ❈❚❘ ✶✷✽ ✷✵✹✽ ✶✵✶

❙❍❆✲❈❆▲✷ ❈❚❘ ✶✻✵ ✺✶✷ ✺✸

❈❛♠❡❧❧✐❛ ❈❚❘ ✶✷✽ ✷✺✻ ✸✼

■❉❊❆ ❈❚❘ ✻✹ ✶✷✽ ✸✺

Pr♦♣♦s❡❞ ❈❇❈ ✶✷✽ ✶✷✽ ✶✵✸

❚❛❜❧❡ ✷✳ ❊❝r②♣t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡✬s r❡s✉t❧s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦

♣♦♣✉❧❛r ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ❬✸✵❪✳

✺✳✸ ❙♣❡❡❞ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡❛s✐❧②

❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ ❜♦t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡

✐♥❤❡r❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠❡ ♦❢ ❈❆s ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❤❛r❞✲

✇❛r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❧✐s❡❞ ❛ ✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t s♦❢t✇❛r❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✉s✐♥❣ ♣✉r❡

❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ ▼▼❳ ✐♥str✉❝t✐♦♥s s❡ts ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

128✲❜✐t ❈P❯✬s r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❦❡② ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ r✉❧❡s

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡

❢♦r ❛ ❢❛st ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐t✲

t✐♥❣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✴❞❡❝r②♣t✐♦♥ r❛t❡s✳

❚❛❜❧❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✬s r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r

♦♥❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❈r②♣t♦✰✰ ✺✳✻✳✵ ❇❛♥❝❤♠❛r❦s

❬✸✵❪✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❤✐❣❤t

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧✲

❧❡❧✐③❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❈❆✬s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✲

s✐❣♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ss❡♠❜❧② ▼▼❳ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ P❘P✬s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

✉s✐♥❣ r❡✈❡rs✐❜❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❯s✐♥❣

r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❋❡✐st❡❧ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t

♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ✐❢ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠

tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱

❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢❛st s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② s❡❝✉r❡ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✐s

♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str✐❝t

❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❖❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢

❜♦t❤ ♣❧❛✐♥ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ s❡❝r❡t ❦❡②✱ s✐♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ B(1/2, 128)✳ ❲❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦♣✉❧❛r ❝✐♣❤❡rs✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥❛❧②s✐s r❡✲

✈❡❛❧s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

❡♥❝r②♣t✐♦♥✴❞❡❝r②♣t✐♦♥ r❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡❝✉r✐t②

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡

❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r st✉❞②✱

✷✾
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❆■ ❳❱✱ ✶ ✭✷✵✶✺✮ ✷✶ ✲ ✸✶ ❆◆◆❆▲❊❙ ❯▼❈❙ ■◆❋❖❘▼❆❚■❈❆ ❉❖■✿ ✶✵✳✶✺✶✺✴✉♠❝s✐♥❢♦✲✷✵✶✺✲✵✵✵✹

Pr♦♣♦s❡❞ ❆❊❙ ❈❛st ✷✺✻ ❙q✉❛r❡ ▼❛rs ❚♦✇✜s❤ ❘❈✻

❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
♣❧❛✐♥✲t❡①t
✈❛r✐❛t✐♦♥s

χ2 st❛t✐st✐❝ 0.00231 0.0007 0.00425 0.008 0.00356 0.0102 0.00123

❆✈❡r❛❣❡
❍❛♠♠✐♥❣
❉✐st❛♥❝❡

0.0017 0.0012 0.0036 0.0021 0.00057 0.00049 0.0008

❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
t❤❡ ❦❡②
✈❛r✐❛t✐♦♥s

χ2 st❛t✐st✐❝ 0.0017 0.0012 0.0036 0.0021 0.00057 0.00049 0.0008

❆✈❡r❛❣❡
❍❛♠♠✐♥❣
❉✐st❛♥❝❡

64.0138 63.991 63.398 63.98 63.399 63.372 64.108

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡s✉❧ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ str✐❝t ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t✬s s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣❧❛✐♥✲t❡①t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✿ ✭❛✮ t❤❡♦r❡t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❡rs✉s

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡r✱ ✭❜✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r

❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs✳

❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❆✬s ❜❛s❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs✱ ✉♥t✐❧

♥♦✇ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② st❛t✐st✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❩❤❡♥❣✱ ❨✉❧✐❛♥❣✱ ▼❛ts✉♠♦t♦✱ ❚s✉t♦♠✉✱ ❡t ■♠❛✐✱ ❍✐❞❡❦✐✳ ❖♥

t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ❝✐♣❤❡rs ♣r♦✈❛❜❧② s❡❝✉r❡ ❛♥❞ ♥♦t r❡✲

❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥② ✉♥♣r♦✈❡❞ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ■♥ ✿ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈r②♣t♦❧✲

♦❣②✖❈❘❨P❚❖✬✽✾ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✵✳ ♣✳

✹✻✶✲✹✽✵✳

❬✷❪ ▼♠❛✉r❡r✱ ❯❡❧✐ ❡t P✐❡tr③❛❦✱ ❑r③②s③t♦❢✳ ❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ ♠❛♥②✲

r♦✉♥❞ ▲✉❜②✲❘❛❝❦♦✛ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✿ ❆❞✲
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